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Newton en Einstein 
Het is al weer een tijdje geleden: in 
1687 kwam Newton met zijn Principia, 
inclusief zwaartekrachttheorie. Deze 
theorie maakt deel uit van zijn mecha-
nica waarmee Newton Keplers wetten 
kon afleiden en zo de beweging kon 
beschrijven van vallende appels tot 
vallende sterren. De ruimte waarin dit 
schouwspel zich afspeelt was volgens 
Newton een soort vlakke, onzichtbare 
container en de tijd een absolute pa-
rameter. Samen vormt dit toneel een 
structuur die we hier als de Newton-
se ruimtetijd bestempelen. In deze 
ruimtetijd zijn er zogenoemde inerti-
aalwaarnemers die per definitie geen 
krachten ervaren en volgens Newtons 
tweede wet daarom in een rechte lijn 
door de Newtonse ruimte(tijd) bewe-
gen. 
Maar na twee eeuwen bleek New-
tons theorie toch onvolledig en werd 
daarom in 1916 door Einstein omver-
gegooid door zijn algemene relativi-
teitstheorie. Hierin wordt Newtons 
onzichtbare zwaartekrachtarm tussen 
massa’s vervangen door ruimtetijd-
kromming veroorzaakt door energie 
en impuls. Einstein maakte dankbaar 
gebruik van zijn equivalentieprincipe, 
dat stelt dat in kleine tijd- en ruim-
testukjes een zwaartekrachtveld niet 
is te onderscheiden van een versnel-
ling. Hiermee kon hij zwaartekracht 
beschrijven als de kromming van 

ruimtetijd, aangezien kromming ook 
iets is dat alleen op globale schaal 
merkbaar is. Een belangrijke eis was 
wel dat Einsteins theorie die van New-
ton omvat. En dat is zo: laat deeltjes 
langzaam bewegen ten opzichte van 
de lichtsnelheid, laat zwaartekracht 
bovendien zwak en statisch zijn, en 
Einsteins theorie geeft weer de ver-
trouwde theorie van Newton. Deze 
Newtonse limiet van de Einsteinver-
gelijkingen wordt in vrijwel elk boek 
over algemene relativiteit besproken. 
Maar de vraag wat er in deze limiet 
met Einsteins meetkundige beschrij-
ving gebeurt, wordt op een enkele 
uitzondering na achterwege gelaten. 
Waar is die schitterende meetkunde 
opeens gebleven? 

Iedereen is gelijk!
Het antwoord hierop volgde al snel 
na Einsteins publicatie. Een belang-
rijk verschil tussen Einsteins theorie 
en die van Newton is namelijk alge-
mene covariantie. Voor de Newtonse 
zwaartekracht is er een speciale groep 
waarnemers die met elkaar verbon-
den zijn via Galileitransformaties 
(zie kader De Bargmann-algebra) plus 
lineaire versnellingen, die we ook wel 
Milnetransformaties noemen. Deze 
waarnemers zijn equivalent: ze zullen 
meten dat Newtons tweede wet en de 
Poissonvergelijking voor het zwaarte-
krachtveld dezelfde wiskundige vorm 
hebben. Maar ga je bijvoorbeeld naar 
draaiende waarnemers, dan duiken 
schijnkrachten op: de centrifugaal- en 
corioliskracht. Wiskundig zeggen we 
dat Newtons tweede wet voor zwaar-
tekracht en de Poissonvergelijking 
alleen covariant transformeren onder 
Milnetransformaties. In Einsteins 
theorie daarentegen hebben de rela-
tivistische analogieën van Newtons 
tweede wet en Poissonvergelijking, 
namelijk de geodetenvergelijking 
en de Einsteinvergelijking, dezelfde 
vorm voor alle waarnemers. Al deze 
waarnemers worden verbonden via 
algemene coördinatentransformaties, 
die daarmee de Milnetransformaties 
vervangen. De ultieme waarnemers-
democratie! Vol enthousiasme meen-
de Einstein vervolgens dat algemene 

De centrale rol van de 
Newtonpotentiaal

In dit artikel wordt beschreven hoe Newtons zwaartekrachttheorie 

verkregen kan worden door naar de onderliggende symmetrieën te 

kijken. Het ijken van deze zogenoemde Bargmannsymmetrieën levert de 

zogenoemde Newton-Cartanformulering op, een theorie waarin Newtonse 

zwaartekracht als gekromde ruimtetijd wordt beschreven. Toepassingen en 

uitbreidingen hiervan worden ook kort aangestipt.   Roel Andringa 

Prijsvraag derde prijs

Figuur 1	 Dezelfde baan van een massa 
rond de zon op twee verschil-
lende manieren beschreven: 
als geodeet (kortste lijn) in de 
gekromde Newtonse ruimtetijd 
(boven) en als gekromde lijn in de 
vlakke ruimte (onder).
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covariantie een unieke eigenschap 
van zijn theorie was, maar Einsteins 
collega Erich Kretschmann floot hem 
terug [1]. Kretschmann beargumen-
teerde dat algemene covariantie he-
lemaal niet zo bijzonder was als Ein-
stein dacht en beweerde dat Newtons 
zwaartekrachttheorie waarschijnlijk 
ook wel algemeen-covariant gemaakt 
kon worden. De Franse wiskundige 
Elie Cartan liet dit vervolgens in 1923 
expliciet zien [2], waarmee Einsteins 
verwarring omtrent algemene cova-
riantie compleet was. Cartans theo-
rie noemen we nu Newton-Cartan en 
is empirisch gezien exact gelijk aan 
Newtons zwaartekrachttheorie.
Newtons tweede wet wordt in de New-
ton-Cartanformulering als geodeten-
vergelijking in de Newtonse ruimtetijd 
geschreven en de Poissonvergelijking 
als een algemeen-covariante veldver-
gelijking. Dit is dus een meetkun-
dige vorm van Newtons tweede wet 
plus Poissonvergelijking die voor 
alle waarnemers dezelfde vorm heeft. 
Inertiaalkrachten in Newtons theorie, 
veroorzaakt door bijvoorbeeld lineaire 
versnellingen of rotaties, kunnen nu 
ook meetkundig worden opgevat.

Appeltje, ijkje
Maar er is ook nog een totaal andere 
manier om zwaartekracht te begrij-
pen, namelijk als ijktheorie. In het 
standaardmodel gebruik je de ijkpro-
cedure om interacties tussen deeltjes 
te introduceren. Dit doe je door glo-
bale symmetrieën van de bijbehoren-
de quantumvelden te promoten naar 
lokale symmetrieën. 
Transformaties die eerst in elk ruim-
tetijdpunt gelijk waren mogen dus na 
het ijken in elk punt verschillend zijn! 
Deze symmetrieën beschrijven trans-
formaties in abstracte, interne ruim-
tes waar de velden hun waardes aan-
nemen (de cirkeltjes in figuur 2). Om 
te compenseren voor de lokale sym-
metrie heb je vervolgens ijkvelden 
nodig, die op hun beurt de interacties 
tussen je velden overbrengen. 
Om zwaartekracht te beschrijven moet 
je deze procedure toepassen op de glo-
bale symmetrieën van de ruimtetijd. 
Relativistisch zijn dit de zogenoemde 
Poincaré-symmetrieën, bestaande uit 
translaties, rotaties en boosts, waarbij 
een boost je via een constante snelheid 
naar een andere waarnemer brengt. 
Wanneer deze Poincaré-symmetrieën 
worden geijkt levert dat de algemene 

Een niet-relativistisch deeltje met wereldlijn-parameter τ en ruimtetijdcoör-
dinaten {t(τ), xi(τ)} wordt beschreven met de actie (over gelijke indices i, j, 
… wordt gesommeerd)
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ẋiẋi
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waarbij de stip voor een τ-afgeleide staat. Deze actie is invariant onder Gali-
leitransformaties. Deze bestaan uit respectievelijk de tijdstranslaties H, rota-
ties J, Galileiboosts B en ruimtetranslaties P op de coördinaten:

δHt = ε, 
δJ xi = λi

j x
j (waarbij λj

i = -λi
j),

δB xi = vi t,
δP xi = ξ i.

De infinitesimale parameters ε, λi
j , v

i en ξ i zijn hierin constant. De actie (1) 
is ook invariant onder herparametrisaties van de wereldlijnparameter τ, wat 
de ṫ  in de noemer van vergelijking 1 verklaart. De bijbehorende energie en 
impuls van het deeltje worden gegeven door

 p0 =
�L

�ṫ
 en pi =

�L

�ẋi . 

Wanneer de Lagrangiaan als een totale τ-afgeleide transformeert, δL = ⇥̇, 
dan is de actie nog steeds invariant maar heeft de Noetherlading een extra 
term ⇥ nodig om behouden te blijven: 

Q = p0�t+ pi�x
i �⇥

 
Dit laatste is het geval voor Galileiboosts:

δBL = Mẋivi =
d

d⌧
(Mxivi) = ⇥̇

Ondanks dat ruimtetranslaties en Galileiboosts op de coördinaten commu-
teren, 
[δP , δB ]x

i = δP (v
it)� δB(⇠

i) = 0� 0 = 0

geldt vervolgens voor de Poissonhaakjes [9] van QB en QP  dat
 
{QP, QB}poisson = Z

Dit levert een extra symmetriegenerator Z in de algebra op die met alle an-
dere generatoren {H,J,B,P } commuteert. De generatoren {Z,H,J,B,P } sa-
men vormen de Bargmann-algebra. 

De Bargmann-algebra

ruimtetijd ruimtetijd

Figuur 2	 Een indruk van hoe globale rotaties van een veld worden geijkt.

(1)

relativiteitstheorie op, waarbij de lo-
kale translaties de plaats van de alge-
mene coördinatentransformaties in-
nemen [3]. Nadat ik gelezen had over 
Newton-Cartantheorie vroegen mijn 
promotor en ik ons af of dit ijkpro-
ces ook niet-relativistisch uitgevoerd 

kon worden en of dit Newton-Cartan 
zou opleveren. Dat bleek zo te zijn en 
je kon er bovendien ook nog een heel 
proefschrift mee vullen [4]! 

Galilei, Bargmann, ...
Het startpunt van de ijking is de actie 

.
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van een vrij, niet-relativistisch deeltje 
(zie kader De Bargmann-algebra) met 
de bijbehorende Galileisymmetrieën. 
Emmy Noether heeft ons geleerd dat 
deze symmetrieën behouden stromen 
geven die we Noetherladingen noe-
men. Deze ladingen drukken bijvoor-
beeld behoud van energie en impuls 
uit en vormen een algebra via de zoge-
noemde Poissonhaakjes [9]. Maar ons 
niet-relativistische deeltje heeft een 
verrassing in petto die zijn relativis-
tische broertje niet heeft. Onder een 
Galileiboost is de actie namelijk wel 
invariant, maar de Lagrangiaan niet! 
Deze Lagrangiaan gaat naar een to-
tale afgeleide die met onze randvoor-
waarden nul wordt. Maar deze totale 
afgeleide werkt wel degelijk door in 
de Poissonhaakjes en levert een extra 
generator in de onderliggende algebra 
op. Deze extra generator, die ook wel 
centrale lading wordt genoemd, com-
muteert met alle andere generatoren 
en beschrijft volgens onze Poisson-
haakjes niks anders dan de behouden 
massa van het deeltje. De centraal-
uitgebreide Galilei-algebra kennen 
we als de Bargmann-algebra [5]. In 
de quantummechanica speelt deze 
algebra een belangrijke rol en is gere-
lateerd aan de vraag hoe De Broglie’s 
relatie λ = h/p opgaat als de golflengte 
λ in de golffunctie invariant is onder 
een Galileiboost, terwijl de impuls p 

dat niet is [6]. 

...Newton en Cartan
Behalve in de quantummechanica 
blijkt de centrale lading ook een 
sleutelrol te spelen in de Newtonse 
zwaartekracht. Je kunt namelijk al-
leen met deze centrale lading volledig 
analoog aan het relativistische geval 
een ijktheorie krijgen. Net zoals de 
Poincaré-algebra bevat de Bargmann-
algebra translaties, die na ijken weer 
algemene coördinatentransformaties 
opleveren. Maar wanneer je nu zwaar-
tekracht ‘uitzet’, krijg je de globale 
Bargmannsymmetrieën weer terug 
en de bijbehorende Newtonse ruim-
tetijd met de karakteristieke absolute 
tijd. De verkregen ijktheorie is daar-
om niets anders dan Newton-Cartan! 
Newtons zwaartekrachtpotentiaal 
blijkt in de ijktheorie voor inertiaal-
waarnemers de tijdscomponent van 
het ijkveld te zijn dat bij de centrale 
lading hoort. Het centrale ijkveld kop-
pelt daarbij op dezelfde manier aan 
ons deeltje als een elektromagnetisch 
ijkveld en heeft dezelfde bijbehorende 
ijktransformaties. 

Waarom terug naar Newton?
Met het ijken van de Bargmann-algebra 
kun je dus een oude formulering van 
een nog oudere theorie afleiden. Maar 
waarom zou je dat willen? Newtons 
zwaartekrachttheorie kan immers al-
lerlei relativistische fenomenen niet 
beschrijven, zoals de afbuiging van 

licht, zwaartekrachtgolven, tijdsdi-
latie, de juiste hoeveelheid preces-
sie van Mercurius en zwarte gaten. 
Toch zijn er verschillende redenen 
om geïnteresseerd te zijn. Feynman 
beschrijft er eentje in zijn lezingen-
serie The character of physical law, 
waarin hij het belang van verschil-
lende formuleringen benadrukt in 
het vinden van nieuwe principes: 
“Elke waardige natuurkundige die 
iets voorstelt kent zes of zeven ver-
schillende representaties van exact 
dezelfde fysica.” Bovendien kan 
onze alledaagse realiteit vaak goed 
beschreven worden met Newtonse 

natuurkunde en hebben we helemaal 
geen algemene relativiteit nodig. 

De herleving van 
Newton-Cartan
Een belangrijke reden waarom niet-
relativistische zwaartekracht weer on-
der de aandacht komt, is holografie. 
Het holografische principe relateert 
een quantumtheorie met zwaarte-
kracht aan een quantumtheorie zon-
der zwaartekracht. Het gaat hier om 
een nogal ingewikkelde dualiteit die 
alleen in specifieke limietgevallen 
voor een handvol snaartheoretische 
scenario’s is aangetoond. Om deze 
dualiteit verder te testen probeert men 
daarom zwaartekracht‘dualen’ op 
te schrijven voor systemen waaraan 
je kunt meten. De leidraad hiervoor 
zijn symmetrieën, en veel van deze 
systemen zijn niet-relativistisch. De 
zwaartekrachtduaal van een groep 
niet-relativistische theorieën met ex-
tra schaalsymmetrie blijkt dan een 
Newton-Cartantheorie te zijn voor 
snaren in plaats van deeltjes [7]. En 
deze theorie hebben we met de ijk-
procedure kunnen afleiden door een 
niet-relativistische snaar met snaar-
achtige Bargmannsymmetrieën te 
nemen. De ijkprocedure levert dan de 
bijbehorende Newton-Cartantheorie 
op waarbij de Newtonpotentiaal een 
matrix φab van twee bij twee wordt. Zo 
weet je dus hoe een snaar Newtonse 
zwaartekracht ervaart. Daarnaast kan 
een kosmologische constante wor-
den toegevoegd en kan de Newton-
Cartanformulering ook supersym-
metrisch worden gemaakt. Twee 
eigenschappen die voor holografie 
belangrijk zijn, maar elk ook interes-
sant op zichzelf.

Oude fiets
De reden waarom Newton-Cartan 
echter mijn aandacht trok, was vooral 
omdat het me dwong na te denken 
over concepten die ik meende prima 
te begrijpen, zoals algemene covari-
antie, de Newtonse limiet en niet-re-
lativistische deeltjes. Newton-Cartan 
heeft mijn begrip hiervan behoorlijk 
aangescherpt. Toch komt de theorie 
nauwelijks in tekstboeken terug; een 
uitzondering is de klassieker [8]. Dat 
is jammer, want ondanks de ouder-
dom heeft de theorie naast interessan-
te toepassingen ook grote didactische 
waarde. En op een oude fiets moet je 
het tenslotte toch vaak leren.

Figuur 3	 1) Een deeltje in een Newtonpotentiaal Φ, en (2) een snaar in een snaarachtige 
Newtonpotentiaal Φab.
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Nieuws

Stikstofijsjes onder de Dom: beleef de natuurkunde tijdens 
de Utrecht Physics Challenge

Heel Nederland is uitgenodigd om 
op 6 mei 2017 de natuurkunde in te 
duiken tijdens een gloednieuw evene-
ment: De Utrecht Physics Challenge. 
Met het thema Physics for the Future ver-
diept een breed publiek zich in alle fa-
cetten van de natuurkunde. Hoe staat 
het met de ontwikkeling van de quan-
tumcomputer? Komen er Marskolo-
nies? En hoe snel gaan die klimaatver-
anderingen eigenlijk? Bezoekers van 
jong tot oud en van leek tot expert zijn 
van harte welkom om antwoord te vin-
den op al hun vragen en elkaar te ont-
moeten tijdens deze bijzondere dag. 
Het evenement wordt georganiseerd 
door het Departement Natuurkunde 
van de Universiteit Utrecht en studie-
vereniging A-Eskwadraat, de vereni-
ging die enkele jaren geleden Stephen 
Hawking naar Utrecht haalde. 
De Utrecht Physics Challenge bestaat 
uit twee onderdelen: het Physics Fes-
tival en de Student Challenge. Het 
Physics Festival is toegankelijk en 
interessant voor iedereen. Het Dom-
plein wordt ingericht als een echt na-
tuurkundefestival vol demonstraties, 
spellen, experimenten, foodtrucks en 
spectaculaire shows, zoals de beken-
de Bonn Physics Show en het nieuwe 
concept Experts on Stage, waarbij 
het publiek al haar vragen kan stel-
len aan een team van professionals. 
Geïnteresseerde scholier en toevallige 
voorbijganger, nieuwsgierig gezin of 
doorgewinterde natuurkundige: ie-

dereen kan zich hier zeker een paar 
uur vermaken en zich laten verbazen 
door de wonderen van de natuurkun-
de.
Terwijl het Physics Festival zich bui-
ten op het Domplein voltrekt, kunnen 
studenten van alle niveaus en vanuit 
heel Nederland elkaar in het aanlig-
gende Academiegebouw uitdagen tij-
dens een spannend natuurkundespel: 
de Student Challenge. Deze wedstrijd 
draait voor het merendeel om het 
zo goed mogelijk begrijpen van een 
groot aantal lezingen van stuk voor 
stuk toonaangevende natuurkundi-
gen, zoals Laura Greene, Clint Sprott 
en Michael Ghil. Via een interactieve 
smartphone-app, speciaal ontwikkeld 
voor de Utrecht Physics Challenge, 
kunnen deelnemers punten verdienen 
door quizvragen te beantwoorden die 
horen bij de lezingen. Ook grappige 
achievements, mysterieuze raadsels en 
opdrachten bij het Physics Festival le-
veren punten op. Degene die aan het 
eind van de dag het hoogste level heeft 

gehaald, wint een mooie prijs!
Kan jij ook niet wachten om stikstofijs-
jes te eten onder de Dom? Kom op 6 
mei naar Utrecht en beleef de natuur-
kunde samen met collega’s, studen-
ten en het algemene publiek!
Meer informatie is te vinden op: 
www.utrechtphysicschallenge.com.
of vind ons op www.facebook.com/
utrechtphysicschallenge.

Tot dan!

Ruward Mulder en Richelle Boone, 
namens de organisatie van Utrecht Physics 
Challenge


